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дель Пеццо с нерациональным центральным слоем. Предполагая, что осо-
бенности тотального пространства не хуже, чем обыкновенные двойные точ-
ки, при помощи конструкции замены базы мы показываем, что существует
взаимно-однозначное соответствие между такими расслоениями и некоторыми
неособыми расслоениями на поверхности дель Пеццо с действием циклической
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Введение. Хорошо известно, что кубическая поверхность дель Пеццо может
вырождаться в конус над эллиптической кривой в неособом семействе. Мы изучаем
условия, при которых поверхность дель Пеццо произвольной степени может вырож-
даться в нерациональную поверхность в “достаточно хорошем” семействе. Более
точно, мы рассматриваем расслоения на поверхности дель Пеццо в смысле про-
граммы минимальных моделей, см. определение 1.1. В частности, тотальное про-
странство таких расслоений должно иметь не хуже, чем терминальные особенности.
Основной инвариант таких расслоений – степень общего слоя 𝐾2

𝑋𝜂
. Так как общий

слой неособ, имеем 1 6 𝐾2
𝑋𝜂

6 9. Вопрос рациональности слоев локален по базе,
поэтому мы рассматриваем расслоения над ростком кривой.

Если мы применим программу минимальных моделей к неособому рациональ-
но связному многообразию 𝑈 над полем комплексных чисел, то получим бираци-
ональное ему многообразие 𝑋 со структурой расслоения Мори. Это значит, что
существует морфизм 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 со связными слоями, 𝜋-обильным антиканониче-
ским классом −𝐾𝑋 и с условием dim𝐵 < dim𝑋. Если dim𝐵 = 0, то 𝑋 является
многообразием Фано. Проблема рациональности для таких многообразий далека от
своего решения. Результаты о рациональности в гладком случае см. в [1; гл. 12].

Работа частично финансировалась в рамках программы государственной поддержки ведущих
университетов Российской Федерации “5-100”, Фондом Саймонса, а также Фондом развития теоре-
тической физики и математики “БАЗИС”.
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Если dim𝐵 = 2, то 𝜋 называется Q-расслоением на коники. Общий слой такого рас-
слоения – неособая рациональная кривая, специальные слои представляют собой
деревья рациональных кривых, быть может, с кратностями. Таким образом, про-
блема рациональности для слоев тривиальна. Мы рассматриваем случай dim𝐵 = 1.
В этом случае 𝜋 называется расслоением на поверхности дель Пеццо. Общий слой 𝜋
рационален. Но специальный слой может быть нерациональным. Легко видеть, что
он является поверхностью, бирационально расслоенной над кривой 𝐶 рода 𝑔(𝐶) > 0.

В этой работе мы показываем, что свойства такого расслоения с нерациональ-
ным центральным слоем, например, значение 𝑔(𝐶), зависят от степени слоя и от
особенностей тотального пространства 𝑋. В предложении 1.3 доказывается, что
если 𝑋 неособо (соответственно, имеет терминальные горенштейновы особенности),
то 𝐾2

𝑋𝜂
6 3 (соответственно, 6 4) и нерациональный слой изоморфен обобщенному

конусу над эллиптической кривой. Этот факт элементарно следует из классифика-
ции горенштейновых поверхностей дель Пеццо [2]. Из замечания 1.2 следует, что
в терминальном горенштейновом случае любой слой приведен и неприводим, и если
слой нерационален, то он нормален. С другой стороны, в терминальном негорен-
штейновом случае возможны кратные слои. В работе [3] показано, что их кратность
не превосходит шести.

В теореме 2.3 мы используем конструкцию замены базы, чтобы показать, что
существует взаимно-однозначное соответствие между расслоениями на поверхно-
сти дель Пеццо с нерациональным центральным слоем и некоторыми неособыми
𝜇𝑛-расслоениями на поверхности дель Пеццо, а также явно описываем централь-
ный слой таких расслоений.

Этот результат показывает, что нерациональные слои терминальных горенштей-
новых расслоений на поверхности дель Пеццо образуют очень ограниченный класс.
С другой стороны, если 𝑋 имеет хуже, чем терминальные особенности, то нераци-
ональные слои неограничены, см. пример 1.7. Также существуют примеры нера-
циональных слоев, бирационально расслоенных над кривой 𝐶 рода 𝑔(𝐶) = 2, 3, 4.
Неизвестно, можно ли добиться 𝑔(𝐶) > 4 в этом случае, см. вопрос 1.6.

Далее, мы рассматриваем расслоения с простейшими особенностями – обыкно-
венными двойными точками. Используя конструкцию замены базы, мы класси-
фицируем такие расслоения в терминах неособых 𝜇𝑛-расслоений на поверхности
дель Пеццо, см. теорему 3.3. Оказывается, что в этом случае 𝐾2

𝑋𝜂
= 1 или 4.

Другие результаты о рациональности в семействах см. в [4]–[6]. Классификация
нерациональных поверхностей дель Пеццо изложена в [2], [7].

1. Предварительные сведения. Мы работаем над полем комплексных чисел.
Мы используем терминологию и обозначения программы минимальных моделей,
см., например, [8], [9].

Определение 1.1. Пусть 𝑋 – трехмерное нормальное проективное многообра-
зие с Q-факториальными терминальными особенностями, и пусть 𝐵 – неособая кри-
вая. Предположим, что существует проективный морфизм 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 со следующи-
ми свойствами:

(i) 𝜋 имеет связные слои;
(ii) −𝐾𝑋 является 𝜋-обильным (соответственно, 𝜋-численно эффективным и 𝜋-

объемным);
(iii) 𝜋 является экстремальным стягиванием, т.е. 𝜌(𝑋/𝐵) = 1.
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Тогда 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 называется расслоением на поверхности дель Пеццо (соответ-
ственно, слабым расслоением на поверхности дель Пеццо). Степенью расслоения 𝜋
называется степень общего слоя 𝑋𝜂. Так как 𝑋 терминально, то 𝑋𝜂 – неособая
поверхность дель Пеццо.

Будем говорить, что расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 является
неособым (соответственно, горенштейновым), если многообразие 𝑋 неособо (соот-
ветственно, горенштейново). Если в определении выше 𝑋 является аналитическим
пространством, а отображение 𝜋 – собственным, будем называть 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 анали-
тическим расслоением на поверхности дель Пеццо. Если 𝑋 рассматривается над
ростком кривой 𝑜 ∈ 𝐵, мы будем пользоваться обозначением

𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜.

Пусть 𝐺 – группа, действующая на расслоении 𝜋. Тогда мы можем определить
𝐺-расслоение на поверхности дель Пеццо, если в определении 1.1 потребовать, что-
бы 𝑋 было 𝐺Q-факториальным (т.е., любой 𝐺-инвариантный дивизор Вейля явля-
ется дивизором Q-Картье), и 𝜌𝐺(𝑋/𝐵) = 1. Мы будем работать с 𝜇𝑛-расслоениями
на поверхности дель Пеццо, где 𝜇𝑛 – циклическая группа, содержащая 𝑛 элементов.
Зафиксируем примитивный корень из единицы степени 𝑛 и обозначим его через 𝜁𝑛.

Замечание 1.2. Рассмотрим горенштейново расслоение 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 на по-
верхности дель Пеццо над ростком кривой. Обозначим его центральный слой 𝜋−1(𝑜)
через 𝐹 . Так как выполнено 𝜌(𝑋/𝐵) = 1, то 𝐹 неприводим. Так как 𝑋 горенштейно-
во, 𝐹 приведен [10; 5.1]. Предположим, что 𝐹 нерационален. Тогда 𝐹 нормален со-
гласно [11], [12].

Предложение 1.3. Рассмотрим горенштейново расслоение 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 на
поверхности дель Пеццо над ростком кривой. Предположим, что его центральный
слой 𝐹 = 𝜋−1(𝑜) нерационален. Тогда 𝐹 – обобщенный конус над эллиптической
кривой и 𝐾2

𝐹 6 4. Если 𝑋 неособо, то 𝐾2
𝐹 6 3.

Доказательство. Первое утверждение следует из классификации горенштей-
новых поверхностей дель Пеццо, см., например, [2]. Поверхность 𝐹 имеет одну
простую эллиптическую особенность 𝑥0. Рассмотрим минимальное разрешение 𝜑 :
𝑇 → 𝐹 . Имеем

𝐾𝑇 = 𝜑*𝐾𝐹 − 𝐸0,

где 𝐸0 – неособая эллиптическая кривая. Отсюда

𝐾2
𝑇 = 𝐾2

𝐹 + 𝐸2
0 = 𝑑+ 𝐸2

0 .

По формуле Нётера 𝐾2
𝑇 + 𝜒top(𝑇 ) = 12𝜒(O𝑇 ) = 0 и 𝜒top(𝑇 ) = 0, так как 𝑇 – линей-

чатая поверхность над эллиптической кривой. Таким образом, 𝑑 = −𝐸2
0 . В [13;

4.57] показано, что размерность касательного пространства к 𝐹 в точке 𝑥0 равна
max(3,−𝐸2

0). Если 𝑋 горенштейново, оно имеет гиперповерхностные особенности,
следовательно, −𝐸2

0 = 𝑑 6 4. Если 𝑋 неособо, то −𝐸2
0 = 𝑑 6 3. Предложение

доказано.
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Следующий пример показывает, что случай 𝑑 = 4 реализуется.

Пример 1.4. Пусть 𝑋 задано уравнениями

𝑥2
1 + 𝑥2

2 + 𝑥2
3 + 𝑥2

4 + 𝑡𝑥2
5 = 0,

𝑎1𝑥
2
1 + 𝑎2𝑥

2
2 + 𝑎3𝑥

2
3 + 𝑎4𝑥

2
4 + 𝑡𝑥2

5 = 0

в P4×A1
𝑡 , где 𝑎𝑖 ∈ C. Несложно проверить, что для общего выбора 𝑎𝑖 многообразие𝑋

имеет одну особую точку типа 𝑐𝐴1, и слой 𝐹 над 0 ∈ A1
𝑡 является конусом над

эллиптической кривой.

Существуют примеры негоренштейновых расслоений с центральным слоем, бира-
циональным P1 × 𝐶 с 𝑔(𝐶) > 1.

Пример 1.5. (i) Пусть

𝑋 = (𝑓6(𝑥, 𝑦, 𝑤) + 𝑡𝑧3 = 0) ⊂ P(1, 1, 2, 3)× A1
𝑡 ,

где (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) имеют веса (1, 1, 2, 3), полином 𝑓6 имеет степень 6 и является общим.
Морфизм 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 = A1

𝑡 индуцирован проекцией на второй сомножитель. Мно-
гообразие 𝑋 имеет одну терминальную особенность типа (1/2)(1, 1, 1). Общий слой
является неособой поверхностью дель Пеццо степени 1. Центральный слой 𝐹 =
𝜋−1(0) – конус над гиперэллиптической кривой 𝐶 рода 2.

(ii) Пусть
𝑋 = (𝑓4(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑡𝑤2 = 0) ⊂ P(1, 1, 1, 2)× A1

𝑡 ,

где (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) имеют веса (1, 1, 1, 2). Многообразие 𝑋 имеет одну терминальную осо-
бенность типа (1/2)(1, 1, 1). Общий слой является неособой поверхностью дель Пец-
цо степени 2. Центральный слой 𝐹 = 𝜋−1(0) – конус над плоской квартикой 𝐶.
Таким образом, 𝑔(𝐶) = 3.

(iii) Пусть
𝑋 = (𝑓6(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑡𝑤2 = 0) ⊂ P(1, 1, 2, 3)× A1

𝑡 ,

где (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤) имеют веса (1, 1, 2, 3). Многообразие 𝑋 имеет одну терминальную осо-
бенность типа (1/3)(1, 1, 2). Общий слой является неособой поверхностью дель Пец-
цо степени 1. Центральный слой 𝐹 – конус над тригональной кривой 𝐶 рода 4.

В рассмотренных выше примерах центральный слой 𝐹 нормален. Однако для
специального выбора полинома 𝑓𝑖 можно добиться того, чтобы 𝐹 был ненормальным
и нерациональным. В горенштейновом случае такое невозможно по замечанию 1.2.
Следующий естественный вопрос был задан Дж. Бланком:

Вопрос 1.6. Существует ли расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵
такое, что его слой бирационален P1 × 𝐶 с условием 𝑔(𝐶) > 4?

В данный момент ответ на этот вопрос неизвестен. Терминальные особенности
являются существенным ограничением, как видно из следующего примера.

Пример 1.7. В этом примере мы рассмотрим расслоение, имеющее особенности
хуже, чем терминальные. Определим 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 следующим образом:

𝑋 = (𝑓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑡𝑤 = 0) ⊂ P(1, 1, 1, 𝑛)× A1
𝑡 ,
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где координаты 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 имеют веса (1, 1, 1, 𝑛), полином 𝑓𝑛 выбран общим и име-
ет степень 𝑛, а 𝜋 индуцировано проекцией на второй сомножитель. Ясно, что 𝑋
имеет одну особую точку (1/𝑛)(1, 1, 1). В частности, 𝑋 лог-терминально. Общий
слой изоморфен P2. Слой 𝐹 = 𝜋−1(0) является конусом над плоской кривой степе-
ни 𝑛. Аналогично можно построить лог-терминальные вырождения к конусу над
кривой сколь угодно большого рода в расслоениях на поверхности дель Пеццо любой
степени 1 6 𝑑 6 9, см. [14; 3.9].

2. Неособые расслоения. Рассмотрим расслоение на поверхности дель Пеццо
𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 над ростком кривой. Предположим, что оно неособо, и центральный
слой 𝐹 = 𝜋−1(𝑜) нерационален. Тогда 𝐾2

𝐹 6 3 по предложению 1.3. Для классифи-
кации таких расслоений нам потребуется конструкция замены базы.

Конструкция 2.1. Согласно [2] поверхность 𝐹 имеет одну простую эллиптиче-
скую особенность 𝑥0. Согласно [13; 4.57] существует взвешенное раздутие, индуци-
рующее минимальное разрешение такой особенности. Обозначим это раздутие через
𝜓 : 𝑍 → 𝑋, его веса через (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3), где 𝑐𝑖 – некоторые числа, которые мы укажем
позднее. Тогда 𝐹𝑍 = 𝜓−1

* 𝐹 неособо. Имеем

𝐾𝐹𝑍
= 𝜓|*𝐹𝑍

𝐹 − 𝐸|𝐹𝑍
.

Заметим, что 𝐸|𝐹𝑍
– приведенная неприводимая неособая эллиптическая кривая.

Обозначим ее через 𝐶. Имеем 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 𝑛𝐸 для 𝑛 > 2 и 𝐸 ≃ P(𝑐1, 𝑐2, 𝑐3). Тогда

𝐾𝑍 = 𝜓*𝐾𝑋 + (𝑛− 1)𝐸, 𝑛 = 𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3.

После раздутия 𝜓 многообразие 𝑍 может иметь циклические фактор-особенности.
Тем не менее, 𝐹𝑍 не будет через них проходить. Действительно, пусть 𝑧0 – особая
точка на 𝑍, и 𝑧0 ∈ 𝐹𝑍 . Так как 𝑧0 – циклическая фактор-особенность, C3 накрывает
аналитическую окрестность 𝑈 точки 𝑧0. Это накрытие индуцирует неразветвленное
накрытие окрестности 𝐹𝑍 ∩𝑈 −{𝑧0}. Но 𝐹𝑍 неособо, поэтому 𝜋1(𝐹𝑍 ∩𝑈 −{𝑧0}) = 0.
Противоречие.

Сделаем замену базы. Выберем локальную координату 𝑡 в точке 𝑜 ∈ 𝐵 и рас-
смотрим коммутативную диаграмму

𝑊
ℎ //

𝜋𝑊

��

𝑍

𝜋

��
𝐵′

𝛼 // 𝐵

где 𝐵′ ≃ 𝐵, 𝛼 : 𝑡 ↦→ 𝑡𝑛 и𝑊 – нормализация 𝑍×𝐵𝐵′. В общей точке 𝐸 многообразие 𝑍
изоморфно

Spec C[𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡]/(𝑡− 𝑧𝑛),

а слой 𝜋−1
𝑍 (𝑜) дается уравнением 𝑡 = 0. После замены базы

Spec C[𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡]/(𝑡𝑛 − 𝑧𝑛)

имеет особенности в коразмерности 1. После нормализации морфизм ℎ этален
в окрестности общей точки 𝐸𝑊 := ℎ−1(𝐸). Аналогично можно проверить, что ℎ
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разветвлен в 𝐹𝑊 := ℎ−1(𝐹𝑍) и всех особых точках 𝑍. Заметим, что центральный
слой 𝜋−1

𝑊 (𝑜) приведен и приводим:

𝜋−1
𝑊 (𝑜) = 𝐹𝑊 + 𝐸𝑊 ,

где 𝐸𝑊 накрывает 𝐸, и 𝐹𝑊 изоморфно 𝐹𝑍 . Более точно, ℎ|𝐸𝑊
тотально разветвлено

в 𝐸𝑊 ∩𝐹𝑊 =: 𝐶𝑊 . Следовательно, 𝐹𝑊 неособо и 𝐹𝑊 пересекает 𝐸𝑊 трансверсаль-
но. Группа Галуа 𝜇𝑛 накрытия ℎ действует на 𝑊 , сохраняя центральный слой.

Сделаем 𝜇𝑛-эквивариантное стягивание поверхности 𝐹𝑊 (см. вычисления ниже)
и получим 𝜇𝑛-расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 с неособым раци-
ональным центральным слоем. Конструкция показана в следующей диаграмме:

𝐹𝑊 + 𝐸𝑊 ⊂𝑊
ℎ //

𝜏

��

𝑍 ⊃ 𝐹𝑍 + 𝑛𝐸

𝜓

��
𝐸𝑉 ⊂ 𝑉

𝜋𝑉

��

𝑋 ⊃ 𝐹

𝜋

��
𝐵′

𝛼 // 𝐵

(2.1) {eq2.2}

Вычисление 2.2. Как и выше, рассмотрим минимальное разрешение 𝜑 : 𝑇 → 𝐹 .
Обозначим через 𝑓𝑇 слой линейчатой поверхности 𝑇 и через 𝑓𝑍 – слой 𝐹𝑍 ≃ 𝐹𝑇 .
Положим 𝑓 := 𝜓(𝑓𝑍). Напишем

𝐾𝐹 · 𝑓 = 𝜑*𝐾𝐹 · 𝜑*𝑓 = 𝜑*𝐾𝐹 · 𝑓𝑇 = (𝐾𝑇 + 𝐸0) · 𝑓𝑇 = −2 + 1 = −1,

𝐾𝑍 · 𝑓𝑍 = (𝜓*𝐾𝑋 + (𝑛− 1)𝐸) · 𝑓𝑍 = 𝐾𝑋 · 𝑓 + 𝑛− 1 = 𝐾𝐹 · 𝑓 + 𝑛− 1 = 𝑛− 2.

Мы хотим стянуть поверхность 𝐹𝑊 . Вычислим 𝐾𝑊 · 𝑓𝑊 , где 𝑓𝑊 – слой поверх-
ности 𝐹𝑊 ≃ 𝐹𝑍 . Так как ℎ тотально разветвлено в 𝐹𝑊 , по формуле Гурвица имеем

𝐾𝑊 = ℎ*𝐾𝑍 + (𝑛− 1)𝐹𝑊 .

Так как (𝐹𝑊 + 𝐸𝑊 ) ≡ 0 над 𝐵, то

𝐾𝑊 · 𝑓𝑊 = (ℎ*𝐾𝑍 + (𝑛− 1)𝐹𝑊 ) · 𝑓𝑊 = 𝐾𝑍 · 𝑓𝑍 − (𝑛− 1)𝐸𝑊 · 𝑓𝑊
= 𝑛− 2− (𝑛− 1) = −1.

Поэтому 𝐹𝑊 может быть стянута в неособую кривую. Обозначим морфизм стя-
гивания через 𝜏 : 𝑊 → 𝑉 . По формуле Гурвица для ℎ|𝐸𝑊

имеем

𝐾𝐸𝑊
= ℎ|*𝐸𝑊

(︂
𝐾𝐸 +

𝑛− 1
𝑛

𝑅

)︂
, 𝐾𝐸 = −(𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3)𝐻 = −𝑛𝐻,

где 𝑅 ∼ 𝑏𝐻 – дивизор ветвления, 𝐻 – положительная образующая группы классов
Cl𝐸 ≃ Z и 𝑏 ∈ Z>1.

Теперь пройдем по диаграмме (2.1) в обратную сторону. Начнем с 𝜇𝑛-расслоения
на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵′ со следующими свойствами: центральный
слой 𝐸𝑉 = 𝜋−1

𝑉 (𝑜) является 𝜇𝑛-минимальной поверхностью дель Пеццо такой, что
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локус неподвижных точек для действия 𝜇𝑛 является неособой эллиптической кри-
вой 𝐶𝑉 , причем действие 𝜇𝑛 на проективизации нормального расслоения P(𝑁𝐶/𝑉 )
тривиально. Раздуем кривую 𝐶𝑉 и получим 𝜇𝑛-расслоение на поверхности дель Пец-
цо 𝜋𝑊 : 𝑊 → 𝐵 с центральным слоем 𝐸𝑊+𝐹𝑊 . Обозначим морфизм раздутия через
𝜏 : 𝑊 → 𝑉 . По предположению, 𝜇𝑛 поточечно фиксирует 𝐹𝑊 . Рассмотрим мор-
физм факторизации ℎ : 𝑊 → 𝑍 по действию 𝜇𝑛. Заметим, что ℎ разветвлено в 𝐹𝑊
и 𝐸𝑊 накрывает ℎ(𝐸𝑊 ) =: 𝐸. Несложно проверить, что любая кривая, лежащая
в 𝐸, является 𝐾𝑍-отрицательной. Следовательно, существует морфизм стягивания
𝜓 : 𝑍 → 𝑋 на терминальное расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵. Мы
утверждаем, что точка 𝑥0 := 𝜓(𝐸) неособа на 𝑋. Рассмотрим три случая.

(i) 𝑑 = 3. Проверятся, что 𝐸𝑊 /𝜇3 ≃ P2 и 𝑓 – сдутие в неособую точку.
(ii) 𝑑 = 2. Проверятся, что 𝐸𝑊 /𝜇4 ≃ P(1, 1, 2) и 𝑓 – морфизм, обратный к взве-

шенному раздутию неособой точки с весами (1, 1, 2).
(iii) 𝑑 = 1. Проверятся, что 𝐸𝑊 /𝜇6 ≃ P(1, 2, 3) и 𝑓 – морфизм, обратный к взве-

шенному раздутию неособой точки с весами (1, 2, 3).

Мы готовы приступить к доказательству следующей теоремы.

Теорема 2.3. Рассмотрим неособое расслоение 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 на поверхности
дель Пеццо над ростком кривой. Предположим, что его центральный слой 𝐹 =
𝜋−1(𝑜) нерационален. Тогда существует взаимно-однозначное соответствие меж-
ду такими 𝜋 и 𝜇𝑛-расслоениями на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 со следу-
ющими свойствами:

∙ центральный слой 𝐸𝑉 = 𝜋−1
𝑉 (𝑜) является неособой 𝜇𝑛-минимальной поверх-

ностью дель Пеццо степени 𝑑,
∙ локус неподвижных точек действия 𝜇𝑛 является неособой эллиптической

кривой 𝐶 ⊂ 𝐸𝑉 ,
∙ действие 𝜇𝑛 на P(𝑁𝐶/𝑉 ) тривиально.

Возможны три случая:

(i) 𝑑 = 3, 𝑛 = 3, 𝐸𝑉 ≃ (𝑤3 = 𝑞3(𝑥, 𝑦, 𝑧)) ⊂ P3 ,
𝜇3 : 𝑤 ↦→ 𝜁3𝑤 , 𝐹 ≃ (0 = 𝑞3(𝑥, 𝑦, 𝑧)) ⊂ P3 ;

(ii) 𝑑 = 2, 𝑛 = 4, 𝐸𝑉 ≃ (𝑤2 = 𝑞4(𝑥, 𝑦) + 𝑧4) ⊂ P(1, 1, 1, 2),
𝜇4 : 𝑧 ↦→

√
−1𝑧 , 𝐹 ≃ (𝑤2 = 𝑞4(𝑥, 𝑦)) ⊂ P(1, 1, 1, 2);

(iii) 𝑑 = 1, 𝑛 = 6, 𝐸𝑉 ≃ (𝑤2 = 𝑧3 + 𝛼𝑥4𝑧 + 𝛽𝑥6 + 𝑦6) ⊂ P(1, 1, 2, 3),
𝜇6 : 𝑦 ↦→ 𝜁6𝑦 , 𝛼, 𝛽 ∈ C, 𝐹 ≃ (𝑤2 = 𝑧3 + 𝛼𝑥4𝑧 + 𝛽𝑥6) ⊂ P(1, 1, 2, 3).

Доказательство. По предложению 1.3 имеем 𝑑 6 3. Рассмотрим три случая:
𝑑 = −𝐸2

0 = 1, 2, 3. Согласно [13; 4.57] имеем mult𝑥0𝐹 = 3, 2, 2, соответственно. Мы
будем применять конструкцию 2.1.

Случай 𝑑 = 3. В обозначениях конструкции 2.1 пусть 𝜓 – стандартное раздутие
точки 𝑥0. Имеем

𝐾𝑍 = 𝜓*𝐾𝑋 + 2𝐸, 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 3𝐸

и 𝐸 ≃ P2. По формуле присоединения 𝐾𝐹𝑍
= 𝜓|*𝐹𝑍

𝐾𝐹 − 𝐸|𝐹𝑍
. Проверяется, что

поверхность 𝐹𝑍 неособа. Проводя конструкцию 2.1, получаем неособое 𝜇3-рассло-
ение на кубические поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 с неособым центральным
слоем 𝐸𝑉 = 𝜋−1(𝑜). Действие группы 𝜇3 поточечно фиксирует неособую эллип-
тическую кривую 𝐶𝑉 ⊂ 𝐸𝑉 . Так как 𝐸𝑉 является 𝜇3-минимальной кубической
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поверхностью дель Пеццо, можно применить классификацию [15; 6.5] и получить
случай (i) теоремы.

Случай 𝑑 = 2. Согласно [13; 4.57] с точностью до аналитической замены коорди-
нат в окрестности 𝑥0 центральный слой 𝐹 ⊂ 𝑋 дается уравнением

𝑞4(𝑥, 𝑦) + 𝑤2 = 0,

и mult𝑥0𝑞4 = 4. Раздуем 𝑥0 ∈ 𝑋 с весами (1, 1, 2) относительно координат 𝑥, 𝑦, 𝑤.
Заметим, что раздутие с весами (1, 1, 1) ведет к ненормальной поверхности 𝐹𝑍 .
Получаем

𝐾𝑍 = 𝜓*𝐾𝑋 + 3𝐸, 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 4𝐸,

где 𝐸 ≃ P(1, 1, 2) и 𝐹𝑍 = 𝜓−1
* 𝐹 . Поверхность 𝐹𝑍 неособа, и 𝑍 имеет одну осо-

бую точку 𝑝 типа (1/2)(1, 1, 1), которая соответствует вершине конуса 𝐸. Положим
𝐶 = 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 . Кривая 𝐶 не проходит через 𝑝. Применим конструкцию 2.1. Можно
проверить, что ℎ разветвлено в двух точках 𝑞1, 𝑞2 ∈ 𝑊 таких, что {𝑞1, 𝑞2} = ℎ−1(𝑝)
и многообразие 𝑊 неособо. Стягивая 𝐹𝑊 и используя классификацию [15; 6.6],
получаем случай (ii) теоремы.

Случай 𝑑 = 1. Согласно [13; 4.57] с точностью до аналитической замены коорди-
нат в окрестности 𝑥0 центральный слой 𝐹 ⊂ 𝑋 дается уравнением

𝑤2 + 𝑧3 + 𝑧𝑞4(𝑥) + 𝑞6(𝑥) = 0,

где mult𝑥0𝑞𝑖 > 𝑖. Раздуем 𝑥0 ∈ 𝑋 с весами (1, 2, 3) относительно координат 𝑥, 𝑧, 𝑤.
Получаем

𝐾𝑍 = 𝜓*𝐾𝑋 + 5𝐸, 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 6𝐸,

где 𝐸 ≃ P(1, 2, 3). Заметим, что поверхность 𝐹𝑍 неособа.
Легко видеть, что многообразие 𝑍 имеет две особые точки 𝑝1 и 𝑝2 типа (1/2)(1,1,1)

и (1/3)(1, 1, 2). Они соответствуют особым точкам поверхности 𝐸. Положим 𝐶 =
𝐸 ∩ 𝐹𝑍 . Кривая 𝐶 не проходит через 𝑝1, 𝑝2. Можно проверить, что ℎ разветвлено
в прообразах 𝑝1 и 𝑝2 и что многообразие 𝑊 неособо. Стягивая 𝐹𝑊 и используя
классификацию [15; 6.7], получаем случай (iii) теоремы. Доказательство закончено.

3. Обыкновенные двойные точки. Пусть расслоение на поверхности дель Пец-
цо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 над ростком кривой имеет особенности, локально аналитически
изоморфные (𝑥𝑦 + 𝑧𝑡 = 0) ⊂ C4. Такие точки называются обыкновенными двойны-
ми. По замечанию 1.2 любой слой 𝜋 приведен и неприводим. Если центральный
слой 𝐹 = 𝜋−1(𝑜) нерационален, то он является нормальной горенштейновой поверх-
ностью дель Пеццо с одной простой эллиптической особенностью 𝑥0 ∈ 𝐹 , см. [2].

Предложение 3.1. Рассмотрим расслоение 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜 на поверхности
дель Пеццо над ростком кривой. Пусть 𝑋 имеет особенности не хуже, чем обык-
новенные двойные точки. Предположим, что центральный слой 𝐹 = 𝜋−1(𝑜) нера-
ционален и что 𝑋 имеет особенность, содержащуюся в 𝐹 . Тогда 𝐹 является
обобщенным конусом над эллиптической кривой и степень 𝑑 = 𝐾2

𝐹 равна либо 1,
либо 4.
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Доказательство. Первое утверждение следует из классификации [2]. Так как
𝐹 является дивизором Картье, 𝑋 имеет единственную особую точку 𝑥0, принадле-
жащую 𝐹 . Рассмотрим стандартное разрешение 𝜓 : 𝑍 → 𝑋 обыкновенной двойной
точки 𝑥0. Исключительный дивизор 𝐸 изоморфен P1 × P1. Имеем

𝐾𝑍 = 𝜓*𝐾𝑋 + 𝐸, 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 𝑛𝐸, 𝐾𝐹𝑍
= 𝜓|*𝐹𝑍

𝐾𝐹 − (𝑛− 1)𝐸|𝐹𝑍
,

где 𝑛 > 1. Рассмотрим два случая: 𝑛 > 2 и 𝑛 = 1.
Случай 𝑛 > 2. Утверждается, что тогда 𝑛 = 2 и 𝐹𝑍 неособо. Заметим, что

все исключительные дивизоры для морфизма 𝜓|𝐹𝑍
имеют целые и отрицательные

дискрепантности. Рассмотрим нормализацию 𝜈 : 𝐹𝑍 → 𝐹𝑍 . Тогда дискрепантности
для 𝜈 ∘ 𝜓|𝐹𝑍

также будут целыми и отрицательными. Так как поверхность 𝐹 имеет
одну простую эллиптическую особенность, любой дивизор на 𝐹𝑍 , имеющий отрица-
тельную дискрепантность, появляется на минимальном разрешении 𝜑 : 𝑇 → 𝐹 . Но
существует лишь один 𝜑-исключительный дивизор 𝐸0. Его дискрепантность рав-
на −1. Поэтому существует единственный 𝜈 ∘ 𝜓|𝐹𝑍

-исключительный дивизор на 𝐹𝑍
и морфизм 𝜈 крепантен. Следовательно, поверхность 𝐹𝑍 нормальна, кривая 𝐸|𝐹𝑍

приведена, и 𝐹𝑍 доминируется поверхностью 𝑇 . Значит, 𝐹𝑍 неособа и 𝑛 = 2. Более
того, 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 =: 𝐶 является неособой эллиптической кривой. Заметим, что на 𝐸 эта
кривая имеет бистепень (2, 2). Несложно вычислить, что в этом случае 𝑑 = 4.

Случай 𝑛 = 1. Тогда 𝐹𝑍 = 𝜓*𝐹 − 𝐸 и 𝐹𝑍 |𝐸 = −𝐸|𝐸 . Таким образом, кривая
𝐸 ∩ 𝐹𝑍 имеет бистепень (1, 1) на 𝐸. В частности, 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 приведена. Следователь-
но, поверхность 𝐹𝑍 нормальна. Кроме того, 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 приводима. Действительно,
иначе поверхность 𝐹𝑍 неособа, но любое разрешение 𝐹 обязано содержать нераци-
ональную исключительную кривую. Поэтому 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 является объединением двух
пересекающихся прямых 𝐿1 и 𝐿2. Точка 𝑝 их пересечения особа на 𝐹𝑍 . Морфизм
𝜓|𝐹𝑍

крепантен: 𝐾𝐹𝑍
= 𝜓|*𝐹𝑍

𝐾𝐹 . Рассмотрим минимальное разрешение 𝜒 : ̃︀𝐹 → 𝐹𝑍
и коммутативную диаграмму

𝐹𝑍

𝜓|𝐹𝑍

��

̃︀𝐹𝜒oo

𝜂

��
𝐹 𝑇

𝜑oo

(3.1) {eq3.2}

Морфизм 𝜂 существует, так как 𝜑 – минимальное разрешение.

Лемма 3.2. Точка 𝑝 – простая эллиптическая особенность на 𝐹𝑍 , а морфизм 𝜂
является сдутием (−1)-кривых 𝜒−1

* 𝐿1 и 𝜒−1
* 𝐿2 .

Доказательство. Предположим, что существует 𝜒-исключительная кривая 𝐸′,
такая что 𝐸′ ̸= ̃︀𝐸0 := 𝜂−1

* 𝐸0. Поскольку дивизор 𝜒−1(𝑝) связен, можем предпола-
гать, что 𝐸′ пересекает ̃︀𝐸0. Проверяется, что 𝜒 крепантен во всех 𝜒-исключительных
кривых за исключением ̃︀𝐸0 (так как 𝑇 содержит единственный 𝜑-исключительный
дивизор 𝐸0 с отрицательной дискрепантностью). Так как 𝐾 ̃︀𝐹 является 𝜒-численно
эффективным, имеем

0 6 𝐾 ̃︀𝐹 · 𝐸′ = (𝜒*𝜓|*𝐹𝑍
𝐾𝐹 − ̃︀𝐸0) · 𝐸′ = − ̃︀𝐸0 · 𝐸′ 6 0.

Следовательно, 𝐸′ не пересекает ̃︀𝐸0. Полученное противоречие показывает, что̃︀𝐸0 – единственная 𝜒-исключительная кривая. Она доминирует 𝐸0 ⊂ 𝑇 , поэтому это
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неособая эллиптическая кривая. Ясно, что 𝜒−1
* 𝐿1 и 𝜒−1

* 𝐿2 являются непересекаю-
щимися (−1)-кривыми. Доказательство леммы закончено.

Далее, имеем
𝐾 ̃︀𝐹 = 𝜒*𝜓|*𝐹𝑍

𝐾𝐹 − ̃︀𝐸0.

Отсюда 𝐾2̃︀𝐹 = 𝑑+ ̃︀𝐸2
0 . По формуле Нётера 𝐾2̃︀𝐹 +𝜒top( ̃︀𝐹 ) = 0. Здесь 𝜒top( ̃︀𝐹 ) = 2, так

как ̃︀𝐹 является раздутием двух точек на линейчатой поверхности 𝑇 . Поэтому имеем
𝐾2̃︀𝐹 = −2 и − ̃︀𝐸2

0 = 𝑑 + 2. Согласно [13; 4.57] имеем, что − ̃︀𝐸2
0 не превосходит раз-

мерности касательного пространства в точке 𝑝 к многообразию 𝑍. Эта размерность
равна 3, так как 𝑍 неособо. Тогда 𝑑+ 2 6 3, откуда 𝑑 = 1 и 𝐸2

0 = −1.

Мы готовы приступить к доказательству следующей теоремы.

Теорема 3.3. Рассмотрим расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 ∋ 𝑜
над ростком кривой. Пусть 𝑋 имеет особенности не хуже, чем обыкновенные
двойные точки. Предположим, что центральный слой 𝐹 = 𝜋−1(𝑜) нерационален
и что 𝑋 имеет особенность, содержащуюся в 𝐹 . Тогда существует взаимно-од-
нозначное соответствие между такими 𝜋 и (аналитическими и слабыми в слу-
чае (ii)) 𝜇𝑛-расслоениями на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 со следующими
свойствами:

∙ центральный слой 𝐸𝑉 = 𝜋−1
𝑉 (𝑜) является неособой (слабой в случае (ii))

поверхностью дель Пеццо степени 𝑑 с 𝜌𝜇𝑛(𝐸𝑉 ) = 2,
∙ одномерный локус неподвижных точек действия 𝜇𝑛 является неособой эл-

липтической кривой 𝐶 ⊂ 𝐸𝑉 ,
∙ действие 𝜇𝑛 на P(𝑁𝐶/𝑉 ) тривиально.

Возможны два случая:
(i) 𝑑 = 4, 𝑛 = 2, 𝐸𝑉 имеет две структуры 𝜇2-расслоения на коники,
(ii) 𝑑 = 1, 𝑛 = 4, 𝐸𝑉 имеет 𝜇4-инвариантную (−1)-кривую; помимо эллиптиче-

ской кривой имеется одна изолированная 𝜇4-неподвижная точка.

Доказательство. По предложению 3.1 достаточно рассмотреть два случая: 𝑑 =
1 и 𝑑 = 4.

Случай 𝑑 = 4. Мы используем обозначения предложения 3.1. Сделаем конструк-
цию замены базы, аналогичную 2.1. Мы построим следующую коммутативную диа-
грамму:

𝐹𝑊 + 𝐸𝑊 ⊂𝑊
ℎ //

𝜏

��

𝑍 ⊃ 𝐹𝑍 + 2𝐸

𝜓

��
𝐸𝑉 ⊂ 𝑉

𝜋𝑉

��

𝑋 ⊃ 𝐹

𝜋

��
𝐵′

𝛼 // 𝐵

(3.2) {eq3.5}

где 𝐵′ ≃ 𝐵, 𝛼 : 𝑡 ↦→ 𝑡2, и 𝑊 является нормализацией 𝑍 ×𝐵 𝐵′. Как и в конструк-
ции 2.1, проверяется, что 𝑊 неособо, морфизм ℎ разветвлен в 𝐹𝑊 := ℎ−1(𝐹𝑍) и
накрытие

ℎ|𝐸𝑊
: ℎ−1(𝐸) =: 𝐸𝑊 → 𝐸
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разветвлено в неособой эллиптической кривой 𝐸 ∩ 𝐹𝑍 . Группа Галуа 𝜇2 накры-
тия ℎ действует на 𝑊 . По формуле Гурвица поверхность 𝐸𝑊 является кварти-
кой дель Пеццо. Несложно проверить, что 𝐹𝑊 может быть стянута на неособую
эллиптическую кривую. Таким образом, получаем 𝜇2-эквивариантный морфизм
𝜏 : 𝑊 → 𝑉 . Имеем 𝜇2-расслоение на квартики дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 с неособым
центральным слоем 𝐸𝑉 . Заметим, что 𝜌𝜇2(𝐸𝑉 ) = 2, так как 𝐸𝑉 имеет две структуры
𝜇2-расслоения на коники.

Пусть теперь нам дано 𝜇2-расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵
степени 4 с условиями как в формулировке теоремы. Проверяется, что мы можем
пройти по диаграмме в обратном направлении и получить расслоение на поверхно-
сти дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 с нерациональным центральным слоем и обыкновенной
двойной точкой в качестве особенности.

Случай 𝑑 = 1. Рассмотрим малое разрешение 𝜓 : 𝑍 → 𝑋 обыкновенной двойной
точки 𝑥0 ∈ 𝑋. Здесь 𝑍 – неособое комплексное многообразие. Исключительным
множеством морфизма 𝜓 является кривая 𝐿 ≃ P1. Как в лемме 3.2, проверяется,
что 𝐹𝑍 имеет одну простую эллиптическую особенность, обозначим ее через 𝑧0 ∈
𝐹𝑍 ⊂ 𝑍. Рассуждая как в лемме 3.2, получаем, что индекс самопересечения исклю-
чительной эллиптической кривой равен −2. Рассмотрим раздутие 𝜓′ : 𝑍 ′ → 𝑍 точ-
ки 𝑧0 с весами (1, 1, 2). Из [13; 4.57] следует, что 𝐹𝑍′ = 𝜓′−1

* 𝐹𝑍 является минималь-
ным разрешением для 𝐹𝑍 . Имеем

𝐾𝑍′ = 𝜓′*𝐾𝑍 + 3𝐸′, 𝐹𝑍′ = 𝜓′*𝐹𝑍 − 4𝐸′, 𝐾𝐹𝑍′ = 𝜓′|*𝐹𝑍′𝐾𝐹𝑍
− 𝐸′|𝐹𝑍′ ,

где 𝐸′ ≃ P(1, 1, 2) и 𝐹𝑍′ = 𝜓′−1
* 𝐹𝑍 . Заметим, что 𝑍 ′ имеет единственную особенность

типа (1/2)(1, 1, 1) и что линейчатая поверхность 𝐹𝑍′ имеет один приводимый слой.
Мы построим следующую коммутативную диаграмму

𝐹𝑊 ′ + 𝐸𝑊 ′ ⊂𝑊 ′

𝜏

��

𝐹𝑊 + 𝐸𝑊 ⊂𝑊
ℎ′

oo_ _ _ ℎ // 𝑍 ′ ⊃ 𝐹𝑍′ + 4𝐸𝑍′

𝜓′

��
𝑍 ⊃ 𝐹𝑍

𝜓

��
𝐸𝑉 ⊂ 𝑉

𝜋𝑉

��

𝑋 ⊃ 𝐹

𝜋

��
𝐵′

𝛼 // 𝐵

(3.3) {eq3.6}

где 𝐵′ ≃ 𝐵, 𝛼 : 𝑡 ↦→ 𝑡4, и 𝑊 является нормализацией 𝑍 ×𝐵 𝐵′. Как и в предыду-
щем случае, многообразие 𝑊 неособо, морфизм ℎ разветвлен в 𝐹𝑊 := ℎ−1(𝐹𝑍) и
накрытие ℎ|𝐸𝑊

разветвлено в неособой эллиптической кривой 𝐸𝑊 ∩𝐹𝑊 , где 𝐸𝑊 :=
ℎ−1(𝐸𝑍′). Группа Галуа 𝜇4 накрытия ℎ действует на многообразии 𝑊 , и централь-
ный слой 𝜋−1

𝑊 (𝑜) = 𝐹𝑊 +𝐸𝑊 приведен. По формуле Гурвица 𝐸𝑊 является поверхно-
стью дель Пеццо степени 2. Проверяется, что 𝐸𝑊 неособа. Заметим, что линейчатая
поверхность 𝐹𝑊 ≃ 𝐹𝑍′ имеет один приводимый слой 𝑓 ′𝑊 = 𝑓1 + 𝑓2. Обе компонен-
ты 𝑓1 и 𝑓2 являются (−1)-кривыми на 𝐹𝑊 . Без ограничения общности предположим,
что 𝑓1 пересекает эллиптическую кривую 𝐶𝑊 := 𝐹𝑊 ∩ 𝐸𝑊 .
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Сделаем флоп ℎ′ в кривой 𝑓1. Мы используем конструкцию флопа Атьи–Кули-
кова, см. например, [16; 4.2]. Получим многообразие 𝑊 ′ с центральным слоем

𝐸𝑊 ′ + 𝐹𝑊 ′ ,

где 𝐸𝑊 ′ и 𝐹𝑊 ′ – собственные прообразы 𝐸𝑊 и 𝐹𝑊 соответственно, 𝐸𝑊 ′ является
раздутием точки на 𝐸𝑊 , а 𝐹 ′𝑊 получается сдутием кривой 𝑓1 на 𝐹𝑊 . Заметим,
что 𝐸𝑊 ′ – неособая слабая (т.е., −𝐾𝐸𝑊 ′ численно эффективен и обилен) поверх-
ность дель Пеццо степени 1. Поверхность 𝐹𝑊 ′ линейчата и может быть стянута на
неособую эллиптическую кривую. В итоге получаем 𝜇4-расслоение 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵 на
поверхности дель Пеццо степени 1.

Пусть теперь нам дано 𝜇4-расслоение на поверхности дель Пеццо 𝜋𝑉 : 𝑉 → 𝐵
степени 1 с условиями как формулировке теоремы. Проверяется, что мы можем
пройти по диаграмме в обратном направлении и получить расслоение на поверхно-
сти дель Пеццо 𝜋 : 𝑋 → 𝐵 с нерациональным центральным слоем и обыкновенной
двойной точкой в качестве особенности.

Автор выражает благодарность Ю. Г. Прохорову за многочисленные полезные
обсуждения, А. Г. Кузнецову, Д. А. Минееву и К. А. Шрамову за ценные коммен-
тарии, Дж. Бланку за постановку вопроса 1.6, а также рецензенту за замечания,
касающиеся теоремы 3.3.
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